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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Ce polycopié de cours "Mathématiques 01", enseigné aux étudiants de la premiére
année licence géologie au premier semestre, département de Géologie, traite les dif-
férents aspects "analyse" et "algebre". Il est utile aussi & toute personne souhaitant
connaitre et surtout utiliser les principales méthodes.

Ce cours est organisé autour de 05 chapitres. Le premier sera consacré aux
Ensembles-applications-Relations ; dans le deuxiéme et troisiéme chapitre, on pré-
sente les différentes méthodes

suites et séries numériques. Le quatriéme chapitre traite les polynémes et les

fractions rationnelles. On finit ce cours par les fonctions numériques, dans le chapitre
05.






CHAPITRE 2

ENSEMBLES-APPLICATIONS-RELATIONS

1 Ensembles

1.1 Notion d’ensemble

La notion d’ensemble est considérée comme primitive. Retenons que la caractéri-
sation d’un ensemble F doit étre nette, c’est-a-dire que, pour tout élément x, on doit
pouvoir affirmer ou bien qu’il est dans £ (z € E), ou bien qu'il n’y est pas (x ¢ E).

On note © ’ensemble vide, c’est -a-dire ’ensemble qui ne contient aucun élément.
E et I’ étant des ensembles, on dit que E est inclus dans F’ si, et seulement si, tous
les éléments de ' appartiennent aussi & F. On note £ C F.

On dit aussi que E est une partie de F', ou que F' contient E.

L’ensemble des parties de F se note P (FE). Dire que A € P (F) signifie que
ACE.

1.2 Opérations dans P (F)

Soit E/ un ensemble. A et B étant des parties de F, on définit :
— Le complémentaire de A et dans F : A= {z € E;z ¢ A};
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1. Ensembles

— L’intersection de Aetde B: ANB={x € E;z € Aet x € B};
Si AN B = ©, c’est-a-dire s’il n’existe aucun élément commun & A et B, on dit
que les parties A et B sont disjoints;

— Laréunionde Aetde B: AUB={x € E;z € Aoux € B};

— Ce "ou" a un sens incusif c’est-a-dire que A U B est ’ensemble des éléments x

de E qui appartiennent & I’'une au moins des parties A et B.
— La différence : A\ B={z € E;x € Aetx ¢ B} = AN B;

1.3 Propriétés des opérations dans P (F)

Pour toutes parties A, B et C' et F,on a les propriétés qui suivent.
1. Complétaire

E=0; 0=EF; j:A; si AC B alors BC A

2. Lois de Morgan

3. Réunion
AUB=BUA; AU(BUC)=(AuB)UC

AUA=A; AUp=A;, AUE=F
4. Intersection

ANB=BNA, AnN(BNnC)=(AnB)nC

ANA=A; AnNo=0; ANE=A



1. Ensembles

5. Réunion et intersection

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

AUu(BNC)=(AuB)N(AUCQC)

1.4 Produit cartésien

Le produit des ensembles A et B est I’ensemble, noté A x B, des couples (a, b)
oua€ Aet b € B.

Plus généralement, le produit cartésien de n ensembles E; est
Ey X By x ... x E, ={(x1,...,2,) ;21 € By, ...,z € B}

Si By =...=FE,=F, on le note E™.

1.5 Nombres réels
Premiéres propriétés
Corps ordonné On dit que ’ensemble R des nombres réels est :

1. Un corps pour dire qu’il est muni de deux opérations + et x, avec toutes les

propriétés dont vous avez 1’habitude;

2. Un corps ordonné pour dire que la relation d’ordre < est compatible avec +

et X, c’est-a-dire :

YVaoe R VbeR VeeR a<b=—=a+c<b+c

Va € R VbeR VeelR a<b=—=ac<bc



1. Ensembles

Reégles de calcul

ou

(x+y)" = (n) xb gk (formule du binéme)

n—1
n —k—

k=0

Valeur absolue

— La valeur absolue d’un réel a, notée |al|, est définie par :

lal]=a si a>0; J|a|=—-a si a<0

— Propriétés Vae R Vbe R

la| > 0;|a] =0 <= a = 0;|a.b| =|a|.|b|

| +b] < laf +[b]; [la] = [b]] < |a — 0]

Propriété d’Archiméde Soit a € R et b € R. Alors il existe £ € N tel que bk > a.

Intervalles

Définitions

Pour a < b, le segment [a, b] est définie par :

(0,8 = {z € Ria <z < b}

On utilise souvent la propriété :

c€la,b) <= Tt el0,1] c=ta+(1-1t).b

10



1. Ensembles

On définit de méme les autres types d’intervalles :
]aa b[v [aa b[ ) ]&, b] ;]aa +OO[; [aa +OO[ ) ]—OO, b[ 3 ]_007 b] ;]_007 +OO[ =R

Propriété caractéristique Une partie A de R est un intervalle si, et seulement
si:

Va € A Vbe A a<c<b=ce A

1.6 Nombres complexes
Forme algébrique

Définitions Tout nombre complexe z s’écrit, de maniére unique, sous la forme
algébrique z = a + ib avec a et b réels, ¢ étant un nombre complexe particulier tel
que 2 = —1.

Le réel a s’appelle la partie réelle de z, et se note Re (z) .

Le réel b s’appelle la partie imaginaire de z, et se note Im (z) .

Si b =0, alors z est réel, dou R C C.

Si a = 0, alors z est un imaginaire pur.

Egalité Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie

réelle et méme partie imaginaire.

Opérations dans C Soit z = a +ib et 2’ = o’ + ib/. On définit I'addition et la

multiplication dans C par :
z+2 =(a+d)+i(b+0); 22 =(ad —blV)+i(al +ad.b)
Pour ces deux opérations, C est un corps.

Conjugué d’un nombre complexe Définition
Le conjugué du nombre complexe z = a + ib est le nombre complexe z = a — 1b.

Image

11



1. Ensembles

Les images des nombres complexes z et Z sont symétriques par rapport a ’axe
des abscisses.

Propriétés
= / = L o / = < z
2=z, z+2z =z2+2; 22 =224 — ) ==
/ /
z z
z4+7zZ=2Re(z); z est imaginaire pur si et seulement si, z = —Z
z—z=2iIm(z); 2 est réel si,et seulement si, 2 =%

Application au calcul de %

Comme 2z = a® + b%est réel, on obtient la forme algébrique de %, ou de Z, en

multipliant le numérateur et le dénominateur par le conjigué de dénominateur.

Forme trigonomeétrique

Module d’un nombre complexe Définition

Le module de z = a + ib (ot a € R et y € R) est le nombre réel positif 2.z =
Va2 +b2.0n le note |z| (> 0).

Si M est Paffixe de z, |z| est le longueur OM.

Propriétés

Le module d’'un nombre complexe a les mémes propriétés que la valeur absolue

d’un nombre réel.

2| =0<=2=0; |Re(2)] <|z|; |Im(2)] <]z

12l = [Z'1] < |z = 2| <[zl + 7|

22 =12l 125 12" =]

z|" pour n € N;

12



2. Applications

Forme trigonométrique Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous forme tri-
gonométrique :
z=|z|.(cos@ +isin0)

0 est un argument de z. On le note arg (z) . Il est défini, par :

cosf = 1;Sin(9 = —
2| 2]

Propriétés de argument d’un nombre complexe non nul Les égalités sui-

vantes ont lieu & 2kw prés (avec k € Z) :

arg (z2') = arg (z) +arg (2'); arg(z") =n.arg(z) avecn €Z

arg (2) = —arg(z); arg (3) = arg (z) —arg (<)

2 Applications

2.1 Généralités
Définitions

Une application f de E dans F est définie par son ensemble de départ F, son
ensemble d’arrivée F', et son graphe I'.

I' est une partie de £/ x F telle que, pour tout x € FE, il existe un seul couple
(x,y) € I'. L’élément y est I'image de = par f. On note f ().

L’application f se note:

EF—F

f )
E—>Fouf{m'_>f(x)

Les applications de F dans F' forment un ensemble noté F (E, F).
L’application identique de E est ’application de F dans E définie par x +— z. On

la note Idg.

13



2. Applications

Restriction, prolongement

Soit f une fonction de A dans F, et g une fonction de B dans F.
Si A C B et si, pour tout = de A, on a f(z) = g(z), on dit que f est une
restriction de g, ou que g est un prolongement de f.

Composition des applications

Soit E, F',G trois ensembles, f une application de £ dans F', g une application
de F' dans G.
La composée de f et de g est I'application de E dans G définie par :

z—g(f(z))

On la note g o f. La composition des applications est associative.

2.2 Applications injectives, surjectives, bijectives

Soit f une application de F dans F.

Applications injectives

f est dite injective (ou est une injection) si elle vérifie 'une des deux propriétés

équivalentes :
Vee E Vi €E x#x/:f(x)#f@l)

VeeE Vi ekE f(a:):f(x/>:>x::cl

Applications surjectives

f est dite surjective (ou est une surjection) si tout élément y de F' est I'image

d’au moins un élément x de F, soit :
VYye F' JxeE y=f(z)

14



2. Applications

Applications bijectives

f est dite bijective (ou est une bijection) si elle a la fois injective et surjective.
Dans ce cas, tout élément y de F' est 'image d’un, et un seul, élément = de E. A

1

tout y de F, on associe ainsi un z unique dans E noté f~!(y).f! est la bijection

réciproque de f. On a donc :

ce qui entraine

foft=1Idg et fof=1Idp

Théoréme

Soit f une application de E dans F', et g une application de F' dans G. On a les
implications qui suivent :

— Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

— Sigo f estinjective, alors f est injective.

— Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

— Si g o f est surjective, alors g est surjective.

— Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective, et (go f) ™' = flog L.

Images directe et réciproque

Définitions
Soit f une applaction de E dans F.
Si A C E, o, appelle image de A par f, la partie de F' constituée par les images

des éléments de A :
f(A) ={f(z);z € A}

Si B C F, on appelle image réciproque de B, la partie de E constituée par les x

dont I'image est dans B :
f7H(B)={r € E; f (x) € B}

15



3. Relations

Théoréme

Al C Ag e f <A1> C f (Ag) ; Bl C Bg — fil (Bl) C fil (BQ)

f(ALUA) = f(A)U f(A2); f(AINAy) C f(A)N f(Ay)

FTHBIUBy) = fTH(B) U (Ba); [H(BiNBy)=f""(B1)Nf(By)

3 Relations

3.1 Relation binaire

Choisir une partie I' de E x E, c’est définir une relation binaire R sur E. Si
(z,y) € I, on dit que x et y sont en relation, et on note zRy.
Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est :

— Reéflexive si elle vérifie
Ve e B Rz

— Symétrique si
Vre E VyeFE aRr—= yRz

— Antisymeétrique si elle vérifie 'une des deux propriétés équivalentes

Vee B Vyekl (zRy et yRz)=z=y

Ve e F Yy e E (xRy et 1z #y) = non yRz

— Transitive si elle vérifie
Ve e E Vye E VzeE (zRy et yRz) = zRz

16



3. Relations

3.2 Relation d’ordre
Définitions

Une relation binaire R, définie sur un ensemble E, est une relation d’ordre si elle
est, a la fois, réflexive, antisymétrique et transitive. Notons la < .

Une relation d’ordre < dans E est dite relation d’ordre total si deux éléments
quelconques x et y de F sont toujours comparables, c’est-a-dire si 'on a © < y ou
y < .

Dans le cas contraire, I'ordre est partiel.

17



CHAPITRE 3

SUITES NUMERIQUES

1 Généralités

Une suite numérique est une application de N dans R.

1.1 Suite bornée

1. Une suite (u,) est majorée s’il existe un réel A tel que, pour tout n, u, < A.

On dit que A est un majorant de la suite.

2. Une suite(u,,) est minorée s'il existe un réel B tel que, pour tout n, B < u,,.

On dit que B est minorant de la suite.

3. Une suite est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire s’il

existe M tel que |u,| < M pour tout n.

1.2 Suite convergente

La suite (u,) est convergente vers [ si :

Ve>0 dngeN Vn>ng lu, — 1] < e

18



2. Opérations sur les suites

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente. Lorsqu’elle existe, la limite
d’une suite est unique.

Toute suite convergente est bornée. Une suite non bornée ne peut donc pas étre

convergente.

1.3 Limites infinies

On dit que la suite (u,) tend vers

400 si:VA>0 dngeN Vn>ng wu,>A

IN
|
s

—o0sl VA>0 dngeN Vn>ng Uy,

1.4 Limites connues

Pour k. >1,a> 0,8 >0

. k" .n® . (lnn)’
lim — =0; lim — =0; lim (Inn)
n—+o00 1. n—-+oo [ n—+oo N

=0

2 Opérations sur les suites

2.1 Opérations algébriques

Si (uy) et (v,) convergent vers [ et ', alors les suites (u, + v,,), (A.uy) €t (uy.vy)

convergent respectivement vers [ + ', \.l et [.l".

sill # O,(“—”> converge vers ZL/
n

v

Si (uy,) tend vers 0 et si (v,) est bornée, alors la suite (u,v,) tend vers 0.

19



3. Suites monotones

2.2 Relation d’ordre

Si (u,) et (v,) sont des suites convergentes telles que I'on ait u,, < v, pour n > ng
alors on a :

lim u, < lim v,

n—-+o0o n—-+o0o

2.3 Théoréme d’encadrement

Si, a partir d’un certain rang, u, < x, < v, et si (u,) et (v,) convergent vers la

méme limite [, alors la suite (z,,) est convergente vers .

3 Suites monotones

3.1 Définition

LA suite (u,,) est :

1. Croissante si u,1 > u, pour tout n;
2. Décroissante si u, 1 < u, pour tout n;

3. Stationnaire si u, 1 = u, pour tout n;

3.2 Convergence

Toute suite de réels croissante et majorée est convergente.
Toute suite de réels décroissante et minorée est convergnete.

si une suite est croissante et non majorée, elle diverge vers +oc.

20



4. Suites particuliéres

4 Suites particuliéres

4.1 Suites arithmétiques

Une suite (u,,) est arithmétique de raison r si :
Vn e N Upt1 = Up + 1

Terme général :

Uy = Ug + N.T

Somme des n premiers termes

4.2 Suites géométriques

Une suite (u,,) est géométriques de raison g # 0 si :
Vn € N Upi1 = .Uy

Terme général

Uy = Ug.q"
Somme des n premiers termes
n—1
1— "
Zuk = . q si qg#1
l—gq
k=0
= n.U si g=1

La suite (u,) converge vers 0 si |¢| < 1. Elle est stationnaire si ¢ = 1. Elle

diverge dans les autres cas.

21



4. Suites particuliéres

4.3 Suites récurrentes u, 1 = f (uy)

Pour étudier une telle suite, on détermine d’abord un intervalle I contenant toutes
les valeurs de la suite.
Limite éventuelle

Si (uy,) converge vers [ et si f est continue en [, alors f (1) = .

Cas f croissante

Si f est croissante sur I, alors la suite (u,) eest monotone.

Cas f décroissante

Si f est décroissante sur I, alors les suites (ug,) et (ug,11) sont monotones et de

sens contraire.

22



CHAPITRE 4

SERIES NUMERIQUES

1 Seéries A termes réels

1.1 Définitions

n
Soit (u,) une suite de nombres réels ou complexes. On note S, = > .
k=0
On dit que la série de terme général u, est convergente lorsque la suite (5, )est

convergente vers S. Sinon, on dit qu’elle est divergente.

+oo
Dans le cas d’une série convergente, on note S = Y uy.
k=0
On dit que S est la somme de la série, que S,, est la somme partielle d’ordre n et
+o00o
que R, = > wuyg est le reste d’ordre n.
k=n-+1

Pour tout n € N, on a S = S,, + R, et il est équivalent de dire que la série > u,

converge ou que lim R, = 0.

n—:a0

1.2 Condition nécessaire de convergence
Si la série Y u, converge, alors le terme général u, tend vers 0.

23



2. Séries a termes positifs

1.3 Espace vectoriel des séries convergentes

Si > u, et > v, convergent et ont pour sommes respectives U et V' alors, pour

tous nombres a et b, la série Y (au, + bv,) est convergente et a pour somme al +bV.

1.4 Critére de Cauchy

La série )  u,, converge si, et seulement si, la suite (.5,,) est de Cauchy, c’est-a-dire

n-+p

>

k=n+1

Ve >0 AN € N Vn e N < e

2 Séries a termes positifs

2.1 Caractérisation

Pour qu'une série de termes réels positifs converge, il faut et il suffit que la suite

des sommes partielles soit majorée.

2.2 Comparaison de deux séries
Théoréme de comparaison

Soit Y u, et > v, deux séries telles que 0 < u,, < v, a partir d’un certain rang.
Si Y v, converge, alors » u,, converge.

Si " u, diverge, alors ) v, diverge.

Utilisation d’équivalents

Soit > u, et Y v, deux séries a termes > 0 telles que u,, ~ w,.
“+00
Les deux séries sont alors de méme nature, c’est-a-dire qu’elles sont convergentes

ou divergentes en méme temps.
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2. Séries a termes positifs

Reégle de Riemann

Soit »  u, une série & termes positifs.
Si n%u,, est majoré avec o > 1, alors la série )  u,, converge.

Si n%u,, est minoré par A > 0 avec o < 1, alors la série ) u,, diverge.

Reégle de d’Alembert

Un+41
Un

Soit Y u, une série a termes strictement positifs telle que admette une limite

[ quand n tend vers +o0.

Sil < 1, la série converge; si [ > 1, la série diverge.

2.3 Convergence absolue
définition et théoréme

Définition
Si »° |un| converge, on dit que Y u, est absolument convergente.
Théoréme

Si une série est absolument convergente, alors elle est convergente et sa somme

“+oo “+o00
S| <3
n=0 n=0

Une série convergente qui n’est pas absolument convergente est dite semi-convergente.

vérifie :

2.4 Séries de référence
Séries géométriques

La série de terme général u,, = ag" est convergente (absolument) si, et seulement

si, |[g| < 1 et on a alors :
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2. Séries a termes positifs

Séries de Riemann

1
Z — converge <= a > 1
na

En particulier, la série divergenteZ% est appelé série harmonique.

Série exponentielle
Pour tout z € C, la série de terme général %est absolument convergente et ’on

+oo

z
D
n!

n=0

2.5 Série alternées
Définition

Une série > u, a termes réels est alternée si son terme général change de signe
alternativement.

En supposant ug > 0, on a donc u,, = (—1)" a,, on a, = |uy,|.

Critére spécial des séries alternées

Théoréme
Si la suite de termes positifs (a,,) est décroissante et converge vers 0, alors la série
alternée Jio (—1)" a,, est convergente.
Maj(;l;aotion du reste
Dans les hypotheses du critére spécial des séries alternées, les suites (S,) et
(San+1) sont adjacentes.
+oo

Le reste R, = 5. (—1)"ay, est du signe de (—1)""est vérifie :
k=n+1

|Rn| S Ap+1
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CHAPITRE 5

POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

1 Polynomes

1.1 Polyndmes a une indéterminée

Définitions
Un polyndéme a une indéterminée, a coefficients dans un corps k, est une suite de
valeurs a; de k, nulle & partir d'un certain rang p. Un tel polynéme se note P, ou
P(X):
P(X)=a+aX+ .. +aX"

Les nombres a; sont les coefficients du polynéme P.

Si P # 0, le plus grand entier p tel que a, # 0 est le degré du polynéme P. On le
note deg P.

a, est le coeffiecient dominant de P. Lorsque a, = 1, le polynéme est dit unitaire,
ou normalisé.

Pour le polynéme nul P = 0, on convient de poser deg P = —o0.

L’ensemble des polynémes & une indéterminée X, a coefficients dans k, se note
k[X].
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1. Polynémes

On note k™ [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1.2 Structure algébrique
Soit .
P=> aX'
=0
et .
Q=2 bX
j=0
deux éléments de k [ X], et A € k.

1. Addition de deux polyndémes

P+Q=> aXx*
k=0

avec

r =max (m,n) et ¢ =ay+ by

On a:
deg (P + @) < max (deg P, deg Q)

Si deg P # deg @, il y a égalité.

2. Produit par un scalaire

=0
SiA#0,ona:deg(AP)=degP.
3. Produit de deux polynémes
m-+n
PQ =Y dX" avec dy= ) ab
k=0 i+j=k
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1. Polynémes

On a : deg (PQ) = deg P + deg Q.
Pour les trois lois précédentes, k [X| est une algebre sur k.
Les seuls éléments inversibles sont les polynémes constants non nuls.

k,, [X]est un sous-espace vectoriel de k [X], de dimension n + 1.
4. Composé de deux polynoémes

Le polynéme composé de P et () est :
PoQ=7) aQ
i=0

On a deg (P o @) = deg P x deg Q.
On écrit souvent P (Q)) au lieu de P o Q.

1.3 Fonctions polynomiales
P = Y a; X" étant un polynome de k [X], la fonction polynomiale associ¢e a P

=0
est 'application P, de k dans k, définie par :

1.4 Divisibilité
Si A = BQ (avec @ € k[X]), on dit que A est un multiple de B, ou que B est

un diviseur de A.

On dit que A et B sont des polynomes associées lorsque A = AB, avec A € k*.

1.5 Division euclidienne

Soit A et B deux polynomes de k [X], avec B # 0. Il existe des polynoémes uniques
Q@ et R dans k[X], tels que :

A=B.QQ avec degR <degB
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2. Fractions rationnelles

On dit que @ est le quotient, et R le reste, dans la division euclidienne de A par
B.

1.6 Polynéme dérivé

La définition et les propriétés du polynéme dérivé sont analogues a celles de la

fonction associée.

2 Fractions rationnelles

2.1 Décomposition en éléments simples
Définitions

De fagon analogue & un nombre rationnel quotient de deux entiers, on définit une
fraction rationnelle % a partir des polyndémes A et B # 0.

On appelle degré de la fraction rationnelle F' = %, le nombre deg A — deg B. On
le note deg F.

F= % étant une fraction retionnelle simplifiée, la fonction rationnelle associée a
F est la fonction F , de k dans k, définie par :

!
)

T

r— F(x)= Em; quand B (z) £0

o

F nest pas définie pour les zeros de B. Ce sont les poles de F.

Forme générale de la décomposition

Une fraction rationnelle, de forme irréductible F' = % (c’est-a-dire A et B pre-

miers entre eux), s’écrit de fagon unique, sous la forme :
R
F=F+ 5 avec deg R < degB
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2. Fractions rationnelles

E est la partie entiére, et % la partie fractionnelle de F.

Partie polaire quand k = C

Si la facorisation de b en polynémes irréductibles comporte une terme (X — a)k
avec k € N*, on appelle partie polaire de F' relative a ce terme une somme d’éléments
simples du type :

(%% Qp_1 &3]
+ + ...+
(X —a)  (X—-a)" X—a

Pour une fraction F' donnée, les complexes «; existent et sont uniques.

Théoréme de décomposition

Toute fraction rationnelle, écrite sous forme irréductible, est égale, de fagon
unique, a la somme de sa partie entiére et des parties polaires relatives a chacun

des facteurs irréductibles intervenant dans la décomposition de B.

2.2 Meéthodes pratiques de décomposition
Plan d’étude

1. On met F' sous forme irréductible en simplifiant par le PGCD du numérateur

et du dénominateur.
2. On obtient E et R a l’aide de la division euclidienne de A par B.
3. On foactorise B en polyndmes irréductibles.

4. On écrit la forme littérale de la décomposition en éléments simples de F', ou
de %.

5. On détermine les coefficients & ’aide de diverses méthodes.

Détermination des coefficients

— La méthode la plus rudimentaire consiste a réduire au méme dénominateur la

forme décomposée, et a identifier les numérateurs.
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2. Fractions rationnelles

— Vous pouvez remplacer X par des valeurs numériques, différentes des poles.

— Sachant que la décomposition est unique, si F' est paire, ou impaire, on obtient
des relations entre les coefficients.

— En utilisant la fraction sans partie entiére, lim xF (x) donne une relation entre

n—oo

coefficients.

En multipliant F' par (X — a)k et en remplacant X par a, on obtient «y.

— Si a est un pole simple, la parie polaire associ¢e > vérife :
A
AW
B’ (a)

— Soit P un polynoéme dont les racines sont aq, ..., ax, d’ordre de multicité respec-

tifs mq,...,my. On a

/ k m;
F:;X—az
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CHAPITRE 6

FONCTIONS NUMERIQUES

1 Définitions

1.1 Fonction numérique

Définir une fonction numérique f sur une partie non vide E de R, c’est indiquer
comment faire correspondre au plus un réel y a tout x de F.

Le réel y est I'image de = par f et s’écrit f (z). On note :

f + E—R
z — f(z)

L’ensemble des réels qui ont effectivement une image par f est I’ensemble de

définition de f. Il est noté Dy, ou D s’il n’y a pas d’ambiguité.

1.2 Représentation graphique

Le plan étant rapporté a un repére <O, 7, 7) la représentation graphique de f

est 'ensemble C; des points de coordonnées (x, f (z)) avec x € Dy.
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2. Premiéres propriétés

1.3 Images et images réciproques d’ensembles

Soit A C Dy. L’'image de A par f est 'ensemble :
f(A) ={f(z);z € A}
Soit B C R. L’image réciproque de B par f est ’ensemble :

fH(B)={z € Dy; f (x) € B}

2 Premiéres propriétés
2.1 Parité
— [ est paire si
Vee Dy (—z)e Dy et f(—z)=f(x)

son graphe est symétrique par rapport a (Oy) .

— f est impaire si
Vee Dy (—z)eDy et f(—x)=—f(2)

son graphe est symétrique par rapport a O.

2.2 Périodicité
f est périodique, de période T' (ou T-périodique), si
Vz € Dy (x+T)e Dy et flx+T)=f(x)

son graphe est invariant par les translations de vecteurs kT i avec k € Z.
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2. Premiéres propriétés

2.3 Sens de variation

1. f est croissante sur [ si [ C Dy et

Vo, €1 Vag €1 r1 < xo = f(x1) < f(x2)

2. f est décroissante sur I si [ C Dy et

Vo, €1 Vi, €1 131<132:>f(l‘1)2f(1172)

3. f est monotone sur [ si elle est croissante sur /, ou décroissante sur /.

4. Avec les inégalités strictes, on définit : f strctement croissante, strictement

décroissante, strictement monotone, sur Dy.

2.4 Extremum

— f admet un maximum (resp. minimum) global en zg si :

Vo € Dy f(z) < f(zo) (resp. f(z) > f(w0))

— f admet un maximum (resp. minimum) local en zy € Dy, s'il existe un intervalle

ouvert I C Dy, tel que :

Veel f(x)<f(x) (resp. f(x) > f(20))

Un maximum ou un minimum local est dit extremum local en xg.

Un extremum est un maximum ou un minimum.
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4. Opérations sur les fonctions

3 Relation d’ordre

3.1 Comparaison de fonctions

f et g étant deux fonctions, & valeurs réelles, définies sur le méme ensemble de

définition D, on note f < g (resp.f > g) si :
VeeD f(z)<g(x) (resp. f(z)=g(x))

Si f >0, fest dite ppositive.

3.2 Majorant, minorant

Si 'ensemble des images f (D) est majoré, ou minoré, ou borné, on dit que f est
majorée, ou minoréeé, ou bornée.
Si I'image f (I) de I admet une borne supérieure, ou une borne inférieure, on
) )

parle de borne supérieure, de borne inférieure, de f sur I et on note :

supf (z) ; inf f (x)

zel

3.3 Propriétés

inf f () = —sup (- f (v))

zel xel
Si, pour tout x € I, on a f (z) < g(x), alors supf (z) < supg (z) .

zel zecl
Sil C J,onasupf(z) <supf(x).
zel zel

4 Opérations sur les fonctions

4.1 Valeur absolue d’une fonction

f étant définie sur D, la fonction |f| est définie sur D par z — | f (x)].
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4. Opérations sur les fonctions

On définie aussi f* et f~ sur D par :
fr(x) =sup(f(z),0);f (x) =sup(—f(x),0)
On a alors

f=fT=f et Ifl=f"+f

4.2 Opérations algébriques

Soit f et g deux fonctions numériques et Aun réel.

La fonction Afest définie sur Dy par :
(Af) () = Af (2)
La fonction f + g est définie sur Dy N Dy par :
(f +9)(x) = f(2) +g(x)
La fonction fg est définie sur Dy N D, par :
(fg9) (x) = [ (x) g ()

La fonction % est définie sur Dy N D,\ {z; g (x) = 0} par :

4.3 Composition

On appelle composée de f par g la fonction, notée go f, définie sur D;N f~ (D,)

par :

(9o f)(x)=g(f(x))
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5. Limites

5 Limites

Soit f une fonction, & valeur réelles, définie sur un intervalle I contenant au moins

deux points.

5.1 Limite d’une fonction en x

Soit xy un point appartenant & I, ou extrémité de /. On dit que f admet une

limite finie [ en x¢, et on note lim f(z)=1,si:

T—>T0

Ve>0 3F0>0 Veel |r—a<do=|f(z)—1I<ce

Si une fonction admet une limite [ en xg, cette limite est unique.

5.2 Limite a gauche, limite a droite
1. f admet une limite a droite [ en xg si la restriction de f a I Nz, +oo[ admet

pour limite / en zy. On note : 1im+f (x) =1.

fE—)mO
2. f admet une limite & gauche [ en x si la restriction de f & I N]—o0, 2| admet

pour limite [ en xy. On note : lim f(x) =1l

T—xy

3. Si f est définie sur un intervalle de la forme |zg — a, z¢ + a[, sauf en x, alors

lim f(z)=1l<= lim f(z)= lim+f(m):l

T—x0 :E*MEE T—xg

Si f est définie en xg, ces deux limites doivent aussi étre égales & f (xp) .

5.3 Limite infinie en z,
— On dit que f tend vers +o0o quand z tend vers xg si :
VA>0 3J6>0 Vxel |t —zo| <d= f(x) > A
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6. Propriétés des limites

On note : : lim f (z) = +o0.

T—T0o

— On dit que f tend vers —oo quand z tend vers zg si :
VA>0 36>0 Vel |t —x0| <d= f(z) < —-A

On note : lim f(x) = —c0.

r—To

5.4 Limite de f lorsque x tend vers +oco ou —oo

— On dit que f a pour limite [ quand x tend vers +oo si :
Ve>0 dB>0 Vzxel zx>B=|f(z)-1<c¢

On note : liIE_I f(z) =1
On définit de maniére analogue lim f(z) = 1.

— On dit que f tend vers 400 quand x tend vers +o00 si :
VA>0 3IB>0 Vel a>B=f(x)>A

On note : lhﬁ f(z) = +oo.

On définit de maniére analogue lim f (z) = +oo.

T——

6 Propriétés des limites

6.1 Propriétés liées a ’ordre

— Si f admet une limite finie en xq, alors f est bornée au voisinage de x.

— Si f admet une limite finie [ > 0 en xg, alors il existe a > 0 tel que f > a au
voisinage de xg.

— Si f est positive au voisinage de xg et admet une limite finie [ en ¢, alors [ > 0.

— Si f > g au voisinage de xg, et si lim f (z) =l et mli_r)riog (x) = m, alors I < m.

Tr—T0

Théoréme d’encadrement
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7. Continuité

Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de zg, et vérifiant f < g < h au

voisinage de xg.

Si f et h ont la méme limite / (finie ou infinie) en x¢, alors ¢ a pour limite [ en

Zo.

— Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de xg, et vérifiant f < g au

6.2

7.1

voisinage de xg.
Si lim f(z) = +o0, alors lim g (x) = +o0
T—X0 T—>T0

Si lim g(z) = —o0, alors lim f(z) = —oc0

T—T0 T—T0

Fonction composée

Soit f une fonction définie au voisinage de x¢ avec lim f (x) = ug et g définie
r—x0

au vooisinage de ug telle que lim g (u) = v.
T—uQ

Alors g o f est définie au voisinage de xy et limg (f (x)) = v.

Tr—>x

Continuité

Continuité en un point

f est continue en 1z si elle est définie en xpet si lim f (z) = f (xo).
T—x0
f

f est continue a droite (resp. a gauche) en xg si lim+ f(z) = f(x0)(resp.

lim f(x) = f (a0)). S

T——Tg

Prolongement par continuité

Soit, f une fonction définie sur [ et xy ¢ I.Si lim f (x) = [, la fonction f définie

r—>T0

sur I U {zo} par f (o) =l et f(z) = f(z) pour z € I, est la seule fonction
continue en xg dont la restriction a I soit f. On I'appelle le prolongement par

continuité de f en xy.
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7. Continuité

7.2 Continuité sur un intervalle

— Soit £ un ensemble qui soit un intervalle ou une réunion d’intervalles. Une
fonction f, définie sur F, est dite continue sur F, si f est continue en tout
point de E.

— L’ensemble C (I) des fonctions continues sur I constitue une algebre, c’est-a-
dire que, si f et g sont des éléments de C' (I) et A un réel, les fonctions f+g, fg,
et Af appartiennent & C'([), et les opérations ainsi définies possédent toutes
les propriétés algébriques qui caractérisent la structure que I'on appelle une

algebre.

7.3 Image d’un intervalle
Théoréme des valeurs intermédiaires

Si f est continue sur un intervalle I, alors f (I) est un intervalle.

Image d’un intervalle fermé

Si f est continue sur un intervalle fermé I, alors f (I) est un intervalle fermé.

En particulier, si une fonction f est continue sur [a, b], et si f (a) et f (b) sont de

signe contraire, I’équation f (z) = 0 admet au moins une solution dans [a, b] .

Cas d’une fonction strictement monotone

Soit f une fonction continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur un

intervalle 1.

esr une bijection de I sur f (I), et sa bijection réciproque f~! est continue et
f j ; j prog

strictement croissante (resp. décroissante) sur l'intervalle f (7).

Dans un repére orthonormé, les graphes de f et de f~! sont symétriques par

rapport a la premiere bissectrice des axes.
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8. Fonctions dérivables

8 Fonctions dérivables

8.1 Définitions
Dérivée en un point

Soit f une fonction définie sur D et xg un élément de D tel que f soit définie au
voisinage de xy. On appelle dérivée de f au point xg le nombre (lorsqu’il existe) :

lim f(z) = f(20) — lim f (xo +h2L— f (o) _ fl (o)

T—T0 T — X h—0

On dit alors que f est dérivable en x.

Si lim+%ﬁ“) existe, f est dite dérivable a droite en xg, et cette limite est
$4>$0

appelée dérivée a droite de f en 2, et noté f, (2).
On définit de méme la dérivée a gauche en xg, notée f; (x0) .
f est dérivable en z( si, et seulement si, f admet en zy une dérivée a droite et

une dérivée a gauche égales.

Fonction dérivée

f est dite dérivable sur E, si elle dérivable en tout point de E.

On appelle fonction dérivée de f sur E, la fonction, notée f’, définie sur F par :

x— f'(2)

Dérivées successives

Soit f dérivable sur E. Si f’ est dérivable sur £, on note sa fonction dérivée f”
ou f@. On appelle dérivée seconde de f.

Pour n entier, on définit par récurrence la dérivée n — ieme, ou dérivée d’ordre
n, de f en posant (O = £, puis f™ = (f("’l)),, lorsque f"~1 est dérivable sur E.

fest dite de classe O™ sur E si ™) existe sur E, et est continue sur E.
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8. Fonctions dérivables

f est dite de classe C'"°, ou indéfiniment dérivable, si f admet des dérivées de
tous ordres.
Interprétation graphique

f dérivable en z( signife que le graphe de f admet au point d’abscisse xy une

tangente de pente f’ (o). Son équation est :

!

y — f(xo) = f (20) (v — 20)

Si lim f@=fleo) 400, f n’est pas dérivable en xy, mais le graphe de f admet

T—x0 r—xQ

au point d’abscisse xy une tangente paralleéle a Oy.

Dérivabilité et continuité

Toute fonction dérivable en zy est continue en xg.

8.2 Opérations sur les fonctions dérivables
Opérations algébriques

Si f et g sont dérivables en 1z, il en est de méme de f+g, f.g et de % sig(x)#0;

et on a :

(f+9) () = f'(x0)+7 (20)
(f-9) (o) = [ (x0).g(x0) + [ (x0) . (20)
(i)/ (z0) = J' (o) -g (xo) — [ (20) -g' (o)
q 0

Fonction composée

Soit f une fonction dérivable en xy et g une fonction dérivable en f (zg), alors

g o f est dérivable en xg et

(9o f) (x0) = g (f (w0)) x f" (20)
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8. Fonctions dérivables

Dérivée d’une fonction réciproque

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle 7.0On suppose
que f est dérivable en f (z¢) et que f (zo) # 0.

Alors, la fonction réciproque f~! est dérivable en f (x¢) et

(fi ) (f (*TO)) = f, (330)
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